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ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ  
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В ПРЯМОУГОЛЬНОМ ВОЛНОВОДЕ1  
2 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Рассматриваются актуальные для практики задачи 

электродинамики. Появление новых видов искусственных материалов привело 
к задачам определения «эффективных» характеристик такого рода материалов. 
Цель исследования – разработать численно-аналитические методы решения 
обратных задач волноводным методом. 

Материалы и методы. Исследуются две обратные задачи электродинами-
ки: обратная задача определения комплексной диэлектрической проницаемо-
сти по модулю коэффициента отражения и модулю прохождения и обратная 
задача определения тензоров диэлектрической проницаемости и магнитной 
анизотропной диафрагмы. Задачи сводятся к решению соответствующих крае-
вых задач для систем уравнений Максвелла.  

Результаты. Получены численно-аналитические решения обратной зада-
чи. Разработан метод решения задач. Оба метода протестированы на сериях 
тестовых задач. 

Выводы. Полученные алгоритмы решения обратных задач могут быть ис-
пользованы при определении электромагнитных параметров изотропных и 
анизотропных современных видов материалов волноводным методом. 

Ключевые слова: изотропная диафрагмы, анизотропная диафрагма, задача 
электродинамики, комплексная диэлектрическая проницаемость, тензор маг-
нитной проницаемости, диагональный тензор, тензор диэлектрической прони-
цаемости, волноводный метод. 
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INVERSE PROBLEMS OF RESTORING  
ANISOTROPIC DIAPHRAGM PARAMETERS  

IN A RECTANGULAR WAVEGUIDE 
 
Abstract.  
Background. This paper is devoted to inverse problems of electromagnetic pa-

rameters reconstruction of isotropic and anisotropic diaphragms. The aim of study is 
to develop numerical-analytical methods of solving inverse problems. 

Materials and methods. We consider two inverse problems: inverse problem of 
complex permittivity reconstruction and inverse problem of permittivity and perme-
ability tensors reconstruction of multi-sectional diaphragm. The problem is devoted 
to the boundary value problem for Maxwell’s equations. 
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Results. We obtain numerical-analytical methods of the solution to the both in-
verse problems. 

Conclusions. The numerical methods of solving these inverse problems and nu-
merical results can be used in practice to reconstruct electromagnetic characteristics 
of modern materials. 

Keywords: electrodynamics problem, inverse problem, complex permittivity, 
isotropic, anisotropic material, tensor, permeability tensor, permittivity tensor. 

Введение 
Данная статья посвящена обратным задачам электродинамики [1–3].  
Суть обратных задач – определить характеристики неизвестного объек-

та по измерениям падающей волны, отраженной волны и прошедшей через 
объект волны. В данной работе исследуются две обратные задачи: обратная 
задача определения электромагнитных характеристик анизотропной и изо-
тропной диафрагмы, расположенной в прямоугольном волноводе. Рассматри-
ваемые задачи относятся к классу обратных задач электродинамики [3–11].  

Разработка методов восстановления электромагнитных характеристик 
исследуемого образца проводится последние десятилетия. С развитием со-
временных технологий появились новые виды материалов, которые по своей 
структуре представляют композитные материалы, т.е. материалы, которые 
получены из основного материала путем добавления в него на расстояние  
в нанометры других материалов (в виде незамкнутых колец и т.д.) [4, 5, 8, 
10]. Для определения «эффективных» характеристик сложных по структуре 
материалов разрабатываются математические методы [2, 12, 13].  

Целью данной работы было создание одного из таких численно-
аналитических методов для конкретной обратной задачи электродинамики. 

1. Численный метод решения обратной задачи (анизотропная диафрагма) 
1.1. Постановка задачи 

Пусть в прямоугольной декартовой системе координат задан волновод 
{ }1 2 3: 0 , 0 ,P x x a x b x= < < < < −∞ < < ∞  с идеально проводящей поверхно-

стью P∂  (рис. 1), где a  – ширина волновода, b  – высота волновода. 
 

 
Рис. 1. Диафрагма в волноводе 
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Стенки волновода будем считать идеально проводящими. Внутри вол-
новода расположена многосекционная диафрагма  

{ }( , , ) : 0 , 0 ,0Q x y z x a y b z l= < < < < < <  
с секциями 

{ }1
1

( , , ) : 0 , 0 , , ,
n

j j j j
j

Q x y z x a y b l z l Q Q−
=

= < < < < < < =  

где 1j jl l −−  – известная толщина j -й секции и l  – толщина всей диафрагмы. 
Вне диафрагмы среда изотропна и однородна. Каждая секция заполнена 

анизотропной средой с неизвестными тензорами: 

 

( )
11

( )( )
22

( )
33

( ) 0 0

( ) 0 ( ) 0 ,

0 0 ( )

j

jj

j

 ε ω
 
 ω = ε ω
 
 ε ω 

ε  1,..., ,j n=   (1) 

и неизвестным тензором магнитной проницаемости [2, 14]: 

 

( )
11

( )( )
22

( )
33

( ) 0 0

( ) 0 ( ) 0 ,

0 0 ( )

j

jj

j

 μ ω
 
 ω = μ ω
 
 μ ω 

μ  1,..., .j n=   (2) 

Предполагается, что компоненты ( )
33 ( ),jε ω ( )

33 ( )jμ ω ( 1,...,j n= ) известны. 
Электромагнитное поле задается системой уравнений Максвелла вне и 

внутри диафрагмы: 

 0

0

rot ,
rot ,

i
i
= − ωε

 = ωμ

H E
E H

 
( )

( )
rot ( ) ,

rot ( ) .

j

j
i

i

 = − ω ω


= ω ω

H ε E

E μ H
 (3) 

Распространение одной волны внутри волновода достигается выбором 
параметров волновода таким образом, чтобы выполнялось условие для вол-

нового числа: 0k
a b
π π< <  [1, 3, 13, 15] (рис. 2). 

Внешнее электрическое поле имеет вид  

 
0 30 1

2sin ,i xxA e e
a

− γπ =  
 

E    (4) 

соответствующий волне типа 10H  с известной амплитудой A , где 
2 2 2 2 2 2

0 0 0 0k a a=γ = ω ε μ −−π π , 0γ  – постоянная распространения вол-

ны 10;H  2e  – орт вдоль оси Oy . Вектор 0H  определяется из второго уравне-
ния системы (3).  
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Рис. 2. Распространение волны в волноводе 

 
Будем предполагать, что волна имеет следующую поляризацию: 

  ( ) ( ),0 0 0y x zE H H= =E H .  (5) 

Полное поле внутри волновода имеет следующий вид: 
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sin , 0,

sin , 0 ,

sin , ,
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− γ γ
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e

E E e
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  (6) 

здесь A  – амплитуда падающей волны; ,j jC D  – неизвестные коэффициенты; 
B  и F  – коэффициенты, подлежащие измерению.  

Подставляя выражения (1)–(2) в системы уравнений Максвелла (3), по-
лучим соответствующие выражения для постоянных распространения: 

2
2

0 0 0 2 ,
a
πγ = ω ε μ −  

 
( )2

( ) ( )2 11
22 33 2 ( )

33

j
j j

j ja

 μπγ = ω ε μ −  μ 
.  (7) 

На границе областей выполняются условия сопряжения: 

 
[ ][ ] 0, 0y L x LE H= = , (8) 

где ( ){ }: , , : 0,L x y z z z l= = = , [ ]L⋅ – скачок предельных значений функции на 
границе раздела сред L ; ,y xE H  – тангенциальные составляющие векторов 

,E H  соответственно.

 

Постановка обратной задачи (анизотропная диафрагма): требуется 
по известным значениям коэффициента F A  на различных частотах и при 

разных положениях диафрагмы в волноводе восстановить ( ) ( )j ωε , ( ) ( )j ωμ  
(1, , )j n=  . 
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1.2. Численный метод решения обратной  
задачи для анизотропной диафрагмы 

Для тензоров (1)–(2) с учетом выражений (4)–(8) справедлива следую-
щая система уравнений: 
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где  
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  μπγ = ω ε μ −  μ 
 1,..., .j n=   (10) 

Система (9) представляет собой систему 2n действительных уравнений 
c 2n неизвестными ( )

22 ,jε  ( )
11

jμ

 

( 1,..., )j n= . В уравнения системы (9) не входят 

компоненты ( )
11 ,jε  ( )

22
jμ  ( 1,..., )j n= . Поэтому для того чтобы найти другие 

компоненты, выполним поворот диафрагмы относительно оси Oz  на 90° .  
В результате поворота постановка задачи не нарушается; тензоры преобразу-
ются к виду 
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Выражение для jγ  преобразуется к виду 
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Для тензоров (11) система (9) преобразуется к следующему виду:  
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1 1,p = ( ) ( )
1

1 1
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Решая совместно системы (9) и (12) методом Левенберга – Марквардта, 
можно полностью определить тензоры магнитной проницаемости и диэлек-
трической проницаемости каждой секции анизотропной диафрагмы. 

1.3. Численные результаты для анизотропной диафрагмы 

В данном пункте все единицы измерения указаны в системе СГС. 
Пример 1. Пусть параметры волновода: 2a =

 
см, высота 1b =

 
см. Точ-

ные значения: круговая частота 0 2,5ω = , что соответствует частоте 

1 11,94f = , длина секции 1 0,5l = , см 2 1l =  см, диэлектрическая проницае-

мость в первой секции: (1)
11 9,22ε = , (1)

22 9,22ε = , (1)
33 11,51ε = , (1)

11 1,1μ = , 
(1)
22 1,1μ = , (1)

33 1,1μ = , во второй секции: (2)
11 4,55ε = , (2)

22 4,55ε = , (2)
33 4,65ε = , 

(2)
11 1μ = , (2)

22 1μ = , (2)
33 1μ = . Результаты решения обратной задачи представле-

ны в табл. 1. 
 

Таблица 1 
Результаты решения обратной задачи при абсолютной  
погрешности исходных данных равной 0,001 0,001i− −  

F A  F A с погрешностью max ,%Δε  max ,%Δμ

0,0859 0,8806i+  0,0869 0,8816i+  

0,51 2,005  
0,3165 0,2716i− +  0,3155 0,2726i− +  

0,0859 0,8806i+  0,0869 0,8816i+  

0,3165 0,2716i− +  0,3155 0,2726i− +  

 
Вывод: максимальная относительная погрешность вычислений соста-

вила 2,005 %, это не превышает 5 %, что допустимо для использования на 
практике. 

2. Численный метод решения обратной задачи  
(анизотропная диафрагма) 

2.1. Постановка задачи для изотропной диафрагмы 

Рассмотрим частный случай. Пусть в волноводе расположена односек-
ционная диафрагма, заполненная изотропной средой с диэлектрической про-
ницаемостью, зависящей от частоты 

 ( ) i′ ′′ε ω = ε + ε ,  (13) 
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где Re( )′ε = ε  – вещественная диэлектрическая проницаемость, σ′′ε =
ω

, где  

σ  – проводимость, ω – круговая частота (рис. 2). 
 

 
Рис. 2. Односекционная диафрагма в волноводе 

 
Постановка задачи. Требуется по известным значениям модуля коэф-

фициента прохождения /F A  и коэффициента отражения /B A  определить 
комплексную диэлектрическую проницаемость ( ) i′ ′′ε ω = ε + ε  односекцион-
ной диафрагмы. 

2.2. Численный метод решения обратной  
задачи для изотропной диафрагмы 

Электромагнитное поле задается системой уравнений Максвелла вне и 
внутри диафрагмы: 
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H E
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H E
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  (14) 

Внешнее электрическое поле имеет вид (4), волна имеет поляризацию 
(5), полное поле в диафрагме имеет вид (6). В результате для изотропной 
диафрагмы имеем следующую систему уравнений: 

 
( )

( )
0

0

1 1

0 1 1

1 1

1 1 0

,
( ) ,

,

.

i li l i l

i li l i l

A B C D
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C e D e Fe

C e D e Fe

− γ− γ γ

− γ− γ γ

+ = +
γ − = γ −
 + =
γ − = γ

  (15) 

Тогда модули коэффициентов прохождения и отражения будут иметь 
следующий вид:  
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1 ,
cos( ) sin( )

2 2

sin( ) ,
2

F A
Ci

C
CB A F A

C

 = τ  τ + ⋅ τ ⋅ +  τ 
 τ = ⋅ τ ⋅ −

τ

  (16) 

где 
2

2
0 2 ,l l

a
πτ = γ = ω εμ −  

2
2

0 0 0 2C l l
a
π= γ = ω ε μ − . 

В этом случае, решая полученную систему (15) относительно неизвест-
ных F A , B A  численным методом для нелинейных систем уравнений, 
например методом Левенберга – Марквардта, находим искомые величины 

Cε∈  [9]. 

2.3. Численные результаты решения  
обратной задачи для изотропной диафрагмы 

Рассмотрим численные результаты. Пусть 2 23≤ ε ≤ . Результаты 
решения задач представлены в табл. 2.  
 

Таблица 2 
Результаты решения серий тестовых задач для изотропной диафрагмы 

Номер задачи ε  max( )′Δε , % max( )′′Δε , % max( , )′ ′′Δε Δε , % 
1 2 4,666 2,102 4,666 
2 4 0,7664 0,7473 0,7664 
3 8 2,697 2,105 2,697 
4 12 0,3331 2,564 2,564 
5 15 1,61 1,829 1,829 
6 18 0,7049 2,026 2,026 
7 20 0,8169 2,772 2,772 
8 22 0,6444 4,362 4,362 
9 23 1,903 5,119 5,119 

 
В табл. 2 во втором столбце представлены точные значения 

диэлектрической проницаемости; в третьем столбце представлены значения 
max( )′Δε ) – относительная погрешность Re( )ε ; в четвертом – max( )′′Δε  – от-
носительная погрешность Im( )ε . 

Из табл. 2 видно, что при увеличении значения диэлектрической про-
ницаемости растет погрешность мнимой части, а при его уменьшении растет 
погрешность действительной части. 

Заключение 
Таким образом, в данной работе предложены численно-аналитические 

методы решения обратных задач. Каждый метод был реализован в виде ком-
плекса программ и протестирован на ряде задач.  

Численные результаты обратной задачи для анизотропной диафрагмы 
показывают, что численный метод может быть использован при допустимой 
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погрешности исходных данных – не превышающей 0,001 0,001iΔ ≤ ± ± . Точ-
ность вычислений электромагнитных характеристик не зависит от структуры 
материалов, которыми заполнены каждая из секций. 

Численные результаты обратной задачи для изотропной диафрагмы по-
казывают, что численный метод позволяет находить комплексную диэлек-
трическую проницаемость диафрагмы с приемлемой для практики точно-
стью. 

Разработанные численно-аналитические методы могут быть использо-
ваны при исследовании современных видов материалов, а именно нахожде-
нии тензорных электромагнитных характеристик материалов, комплексной 
диэлектрической проницаемости диафрагмы в волноводе по известным зна-
чениям модулей коэффициентов отражения и прохождения. 
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